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題目名稱：佔地為王 

一、摘要： 

在本研究中，我們探討在(m×n)的方格中，如何使用最少的”兵”填滿方格的通解。我們

找到了最經濟的填充方法，並能推廣到任意平面上的情況。最特別的是，我們發現在4 × 4

的方格中，兵不會重複控制到同一個方格，所以我們使用十字形五連方的圖形進行密鋪，

並且最上面和最左邊的輔助兵不用算進去，然後方格右下角落有兩個輔助兵只控制一個方

格的話，就只需要一個輔助兵，而其他方格則不變。 

二、探究題目與動機 

這個題目是取自於台灣區高中數學競賽（TRML）中的思考賽，且這個題目是由八皇后問題

衍生的問題，而題目是把一個兵放方格中，兵可以控制本格及上、下、左、右等格，並且

題目只有到（3×n）的方格中，兵最少可以放幾個，才可以填滿方格的通解，所以我們好

奇如果兵在（m×n）的方格中，兵最少可以放幾個，並加以研究。 

三、探究目的與假設 

找出在(𝑚 × 𝑛)的方格中，最少可以放幾個兵才可以把全部方格填滿的通解（ (𝑚, 𝑛) ∈

𝑁）。 

四、探究方法與驗證步驟 

一、研究流程 

(一)確定題目並收集資料。 

(二)利用小畫家與方格紙作圖。

(三)尋找各列方格中，可以放最少的兵的數量，並用紙、筆紀錄。

(四)找出在（1×n）的方格中，最少可以放幾個兵才可以把全部方格填滿的通解。
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 (五)找出在（2×n）的方格中，最少可以放幾個兵才可以把全部方格填滿的通解。 

 (六)找出在（3×n）的方格中，最少可以放幾個兵才可以把全部方格填滿的通解。 

 (七)找出在（4×n）的方格中，最少可以放幾個兵才可以把全部方格填滿的通解。 

 (八)找出在（5×n）的方格中，最少可以放幾個兵才可以把全部方格填滿的通解。 

 (九)以此類推，然後找出這些通解的規律，並找出在（m×n）的方格中，最少要放

幾個兵才可以把全部方格填滿的通解。 

 

二、名詞定義與研究結果 

 

下表中，我們定義 f(m,n)為使用最少的兵的數量。 

𝑓（𝑚, 𝑛）  一般式通解 

𝑚 = 1 

𝑓（1,1） = 1 

𝑓（1,2） = 1 

𝑓（1,3） = 1 

𝑓（1,4） = 2 

𝑓（1,5） = 2 

𝑓（1,6） = 2 

𝑓（1,7） = 3 

𝑓（1,8） = 3 

𝑓（1,9） = 3 

𝑓（1,10） = 4 

 

 

 

𝑓（1, 𝑛） = [
(𝑛 + 2)

3
] 

 

 

 

 

 

 

 

 
𝑚 = 2 

 

 

 

 

𝑓（2,1） = 1 

𝑓（2,2） = 2 

𝑓（2,3） = 2 

𝑓（2,4） = 3 

𝑓（2,5） = 3 

𝑓（2,6） = 4 

𝑓（2,7） = 4 

𝑓（2,8） = 5 

𝑓（2,9） = 5 

𝑓（2,10） = 6 

 

 

 

𝑓（2, 𝑛） = [
(𝑛 + 2)

2
] 

 

 

 

 

 𝑓（3,1） = 1  
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𝑚 = 3 

 

 

 

 

𝑓（3,2） = 2 

𝑓（3,3） = 3 

𝑓（3,4） = 4 

𝑓（3,5） = 4 

𝑓（3,6） = 5 

𝑓（3,7） = 6 

𝑓（3,8） = 7 

𝑓（3,9） = 7 

𝑓（3,10） = 8 

 

 

𝑓（3, 𝑛） = [
(3𝑛 + 4)

4
] 

 

 

 

 

 

 

 

 
𝑚 = 4 

 

 

 

 

 

𝑓（4,1） = 2 

𝑓（4,2） = 3 

𝑓（4,3） = 4 

𝑓（4,4） = 4 

𝑓（4,5） = 6 

𝑓（4,6） = 7 

𝑓（4,7） = 7 

𝑓（4,8） = 9 

𝑓（4,9） = 10 

𝑓（4,10） = 10 

 

 

 

 

𝑓（4, 𝑛） = 𝑛 + 1 − [
(𝑛 − 1)

3
] + [

(𝑛 − 2)

3
] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
𝑚 = 5 

 

 

 

 

 

𝑓（5,1） = 2 

𝑓（5,2） = 3 

𝑓（5,3） = 4 

𝑓（5,4） = 6 

𝑓（5,5） = 7 

𝑓（5,6） = 8 

𝑓（5,7） = 10 

𝑓（5,8） = 11 

𝑓（5,9） = 12 

𝑓（5,10） = 14 

𝑓（5,11） = 15 

 

 

 

 

𝑓（5, 𝑛） = 𝑛 + [
(𝑛 + 2)

3
] 

 

 

 

 

 

 𝑓（6,1） = 2  
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𝑚 = 6 

 

 

 

 

 

 

 

𝑓（6,2） = 4 

𝑓（6,3） = 5 

𝑓（6,4） = 7 

𝑓（6,5） = 8 

𝑓（6,6） = 10 

𝑓（6,7） = 11 

𝑓（6,8） = 13 

𝑓（6,9） = 14 

𝑓（6,10） = 16 

𝑓（6,11） = 17 

𝑓（6,12） = 19 

 

 

 

𝑓（6, 𝑛） = 𝑛 + [
(𝑛 + 2)

2
] 

 

 

 

 

 

 

而在𝑚 = 6之後的通解，因為目前沒有發現規律，並且因為4 × 4的方格中，沒有兵重複控

制，所以我們用十字形五連方的圖形進行密鋪，而我們發現隨便框一個方格都跟我們的數

據幾乎一樣，所以我們想出另一種方法來尋找通解。而這個方法是把𝑓(𝑚, 𝑛)設為𝑓((𝑛 +

𝑘), 𝑛)（其中𝑘 ∈ 𝑍、𝑘 ≥ 0），然後使用十字型五連方密鋪的圖來進行觀察。而我們發現觀

察是以4 × 4的方格為完美圖形為基礎，所以最上面和最左邊的輔助兵不用算進去。 

 

 
圖例〥:兵，©:兵控制的範圍 

 

說明：已知 (4 × 4)的方格為完美圖形為基礎，若要求(5 × 5)的方格，則需要〥的數量即為

((5 + 1) × (5 + 1))的方格內的數量，而在(3 × 3)的方格(橘色的線框起來的方格)中有兩個

輔助兵指控制一個方格，所以只要方格右下角落有兩個輔助兵只控制一個方格的話，就只

需要一個輔助兵，而其他方格則不變。 
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k = 0時的情況 
𝐾 = 0 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 

𝑎𝑛第𝑛層 0 1 1 2 1 2 3 3 4 3 

𝑆𝑛前𝑛層 0 1 2 4 5 7 10 13 17 20 

多餘的兵

數量 
0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 

最少的兵  1 2 3 4 7 10 13 17 19 

 

而𝒇(𝒏, 𝒏)的通解為𝒂𝒏 = [
(𝒏+𝟏)𝟐

𝟓
] + [𝐬𝐢𝐧

(𝟐𝒏+𝟖)𝝅

𝟓
] + [𝐬𝐢𝐧

𝟐𝒏𝝅

𝟓
] + 𝟏。 

 

五、結論與生活應用 

 

在本研究中，我們首先把(𝑚 × 𝑛)的方格中，把𝑚值固定，但是在𝑚 = 7時就沒有找到規

律，所以換一個用(𝑛 × (𝑛 + 𝑘))的方格來進行研究，而我們使用十字型五連方密鋪的圖來進

行觀察，並且以4 × 4的方格為完美圖形為基礎，所以上排跟左邊的輔助兵不用算進去。之

後我們還發現方格右下角落有兩個輔助兵只控制一個方格的話，就只需要一個輔助兵，其

他方格則不變，而礙於時間的關係，我們只做到𝑘 = 4時的通解。雖然沒有找出完整通解，

但是我們已經找出了通解的一些性質，所以我們希望未來可以找到(𝑚 × 𝑛)的方格的完整通

解。找到通解之後，我們打算找出在(𝑚 × 𝑛 × 𝑧)的立方格中，最少可以放幾個兵才可以把

全部立方格填滿的通解(其中𝑧為正整數)，而兵則可以控制前後上下左右的方格。本研究可

推廣到空間中，應用在街道上設置監視器到零死角的最小數目，以及大樓空間（如教室）

中最經濟的廣播器數量。 
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