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題目名稱： 

一、摘要： 

    本研究中透過實際的滾動正多面體骰子，來觀察結果，進而發現能夠利用同餘的原理來

縮小需要研究的範圍，接著研究其滾動數圈及形式具有規律性變化的所有棋盤上之點數的變

化，並且求出正多面體在各自棋盤上滾動的所有通解。 

二、探究題目與動機 

在某次數學競賽中，我們看到一個有趣的題目（永春高中數學科教學研究會，2019）。一顆

標準骰子的任一面與其對面的點數和都是7，現將一顆骰子以1點朝上、2 點朝前的方式置於

平面上一個5 7 棋盤格的一角，接著以骰子的稜線為旋轉軸，依箭頭指示沿逆時針方向滾動

骰子，如圖 1 所示。當骰子沿棋盤滾動一圈回到初始位置時，其朝上那面的點數為何？ 

圖 1：骰子的點數配置與旋轉方向（來源：研究者繪製） 

上面的5 7 棋盤當然可以換成其他的數字。初步嘗試後，我們發現這跟棋盤邊長除以4 的餘

數有點關係，因此又去查詢「同餘」的表示法，用來表示餘數（許介彥，2008；維基百科，

2020）。除此之外，我們想到正多面體共有 5種，如果把骰子換成其他 4 種正多面體，把棋

盤每一格的形狀換成正多面體的每個面，並且多滾幾圈，結果又是如何呢？這就是本研究主

要的目標。 

三、探究目的與假設 

1. 正六面體骰子在𝑚 × 𝑛方格棋盤上滾動 k 圈的情形。

2. 正四面體骰子在𝑛階三角棋盤上滾動 k 圈的情形。

3. 正八面體骰子在𝑛階三角棋盤上滾動 k 圈的情形。

4. 正二十面體骰子在𝑛階三角棋盤上滾動 k 圈的情形。

5. 正十二面體骰子在五邊形棋盤上滾動 k 圈的情形。

四、探究方法與驗證步驟 

名詞定義 

（一）初始位置：骰子一開始所在的位置，同時也是滾動後最終所停止的位置。
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（二）n階三角棋盤：邊長為n、由正三角形構成的棋盤，如圖2所示。這是正四面體、正八

面體、正二十面體骰子滾動時所使用的棋盤。（既然每個格子都是正三角形，棋盤又

含有三個邊，則棋盤的形狀必為正三角形，不可能是其他形狀。） 

（三）m× n方格棋盤：正六面體骰子滾動時所使用的棋盤。由於m× n與n × m棋盤的情況

有所不同，我們定義骰子開始滾動的那邊是m，第二邊是n。 

（四）五邊形棋盤：供正十二面體骰子滾動時所使用的棋盤。由於正常排列只有一種可能結

果，所以目前只有單一圖形。 

（五）函數𝑓4(𝑛, 𝑘)：將正四面體骰子以1點朝下、2點朝前（骰子滾動的方向稱為前方）的方

式，置於n階三角棋盤的初始位置，順時針滾動k圈並回到初始位置時，其朝下那面的

點數。 

（六）函數𝑓6(𝑚, 𝑛, 𝑘)：將正六面體骰子以1點朝上、2點朝前（骰子滾動的方向稱為前方）

的方式，置於m× n方格棋盤的初始位置，逆時針滾動k圈並回到初始位置時，其朝上

那面的點數。 

（七）函數𝑓8(𝑛, 𝑘)：將正八面體骰子以1點朝上、2點朝前（骰子滾動的方向稱為前方）的方

式，置於n階三角棋盤的初始位置，順時針滾動k圈並回到初始位置時，其朝上那面的

點數。 

（八）函數𝑓12(𝑘)：將正十二面體骰子以1點朝上、2點朝前（骰子滾動的方向稱為前方）的

方式，置於五邊形棋盤的初始位置，順時針滾動k圈並回到初始位置時，其朝上那面

的點數。 

（九）函數𝑓20(𝑛, 𝑘)：將正二十面體骰子以點1朝上、2點朝前（骰子滾動的方向稱為前方）

的方式，置於n階三角棋盤的初始位置，順時針滾動k圈並回到初始位置時，其朝上那

面的點數。 

 

探討正四面體骰子在𝒏階方格棋盤上滾動𝒌圈的情形 

    正四面體骰子在任何邊長的三角棋盤中，不論滾幾圈，它的朝下點數都是1。這是因為

骰子滾到棋盤的三個角落時，必須分別轉換一次滾動的方向；又觀察棋盤可發現，無論n值

為何，一個n階三角棋盤的格子（正三角形）總數必為3的倍數。一來一往之間，可能造成𝑓4(𝑛, 1)

函數值改變的因素就被抵銷了。 

 

探討正八面體骰子在𝒏階三角棋盤上滾動𝒌圈的情形 

    我們參照正六面體骰子的設計，定義出正八面體骰子的結構。下圖1是正八面體骰子各

面的點數。有了正四面體作為基礎，正八面體的討論就容易許多。正八面體骰子在棋盤某一

邊滾動時，正八面體骰子在同一邊長上會6個面依序進行輪替，也就是三個一循環，圈數𝑘則

會2個一循環。 
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圖1：正八面體骰子各面的點數 

 

表1：正八面體骰子的滾動通解 

𝒏 𝟏 𝟐 𝟑 

𝒇𝟖(𝒏, 𝟏) 𝟔 𝟏 𝟏 

𝒇𝟖(𝒏, 𝟐) 𝟏 𝟏 𝟏 

 

探討正二十面體骰子在𝒏階三角棋盤上滾動𝒌圈的情形 

    正二十面體在三角棋盤上滾動時，會十個面依序進行輪替，也就是邊長會五個一循環，

而經由觀察後發現圈數𝑘會10個一循環 

表2：正二十面體骰子的滾動通解 

𝐤 𝟏 𝟐 𝟑 𝟒 𝟓 

𝒇𝟐𝟎(𝟏, 𝒌) 𝟏𝟗 𝟖 𝟏𝟓 𝟕 𝟏 

𝒇𝟐𝟎(𝟐, 𝒌) 𝟑 𝟏 𝟑 𝟏 𝟑 

𝒇𝟐𝟎(𝟑, 𝒌) 𝟓 𝟐 𝟏𝟒 𝟏𝟐 𝟏 

𝒇𝟐𝟎(𝟒, 𝒌) 𝟏 𝟏 𝟏 𝟏 𝟏 

𝒇𝟐𝟎(𝟓, 𝒌) 𝟏 𝟏 𝟏 𝟏 𝟏 

𝐤 𝟔 𝟕 𝟖 𝟗 𝟏𝟎 

𝒇𝟐𝟎(𝟏, 𝒌) 𝟏𝟗 𝟖 𝟏𝟓 𝟕 𝟏 

𝒇𝟐𝟎(𝟐, 𝒌) 𝟏 𝟑 𝟏 𝟑 𝟏 

𝒇𝟐𝟎(𝟑, 𝒌) 𝟓 𝟐 𝟏𝟒 𝟏𝟐 𝟏 

𝒇𝟐𝟎(𝟒, 𝒌) 𝟏 𝟏 𝟏 𝟏 𝟏 

𝒇𝟐𝟎(𝟓, 𝒌) 𝟏 𝟏 𝟏 𝟏 𝟏 
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探討正六面體骰子在𝒎× 𝒏方格棋盤上滾動𝒌圈的情形 

    我們經由研究後發現，正六面體骰子在各邊長𝑚、𝑛上滾動，其點數會四個邊長一循環，

我們利用這個原理來找出所有的結果，也發現圈數𝑘會六個一循環。後面我們也發現朝上點

數的改變與否，是受到骰子在同一邊上滾動時它的側面點數是否改變所影響。而一個骰子若

滾動偶數次其側面點數將不會改變，而滾動偶數次代表此邊邊長為奇數。滾動奇數次其側面

點數將會發生改變，而滾動奇數次代表此邊邊長為偶數。且其中一邊為1時，由於只是來回

滾動的關係，最後朝上點數必定為1。這原因也顯現在我們找出的通解表3當中。能夠觀察到

當兩邊長為偶數時，它點數必定是3個一循環，且這3個點數的面會有一個共同頂點。而當兩

邊長為奇數時，它點數必定都是1。當一邊長為偶數一邊長為奇數時，它點數必定是2個一循

環，且兩點數為6、1交替。 

表3：正六面體骰子的滾動通解 

 

探討正十二面體骰子在五邊形棋盤上滾動𝒌圈的情形 

    正十二面體在五邊形棋盤上滾動時，只會有五個面依序進行輪替，而五邊形棋盤只有10

格，所以最後必定都是1點朝上。 

 

𝒌(𝒎𝒐𝒅𝟔) 𝟏 𝟐 𝟑 𝟒 𝟓 𝟎 

𝒇𝟔(𝟐, 𝟐, 𝒌) 𝟓 𝟒 𝟏 𝟓 𝟒 𝟏 

𝒇𝟔(𝟐, 𝟑, 𝒌) 𝟔 𝟏 𝟔 𝟏 𝟔 𝟏 

𝒇𝟔(𝟐, 𝟒, 𝒌) 𝟓 𝟑 𝟏 𝟓 𝟑 𝟏 

𝒇𝟔(𝟑, 𝟐, 𝒌) 𝟔 𝟏 𝟔 𝟏 𝟔 𝟏 

𝒇𝟔(𝟑, 𝟒, 𝒌) 𝟔 𝟏 𝟔 𝟏 𝟔 𝟏 

𝒇𝟔(𝟒, 𝟐, 𝒌) 𝟐 𝟒 𝟏 𝟐 𝟒 𝟏 

𝒇𝟔(𝟒, 𝟑, 𝒌) 𝟔 𝟏 𝟔 𝟏 𝟔 𝟏 

𝒇𝟔(𝟒, 𝟒, 𝒌) 𝟐 𝟑 𝟏 𝟐 𝟑 𝟏 

五、結論與生活應用 

在這個研究中，我們找出了正四面體、正六面體、正八面體骰子在n階三角棋盤、m n

方格棋盤上繞行 k 圈並回到初始位置時，其朝上（或下）那面的點數通解。原本我們認為很

複雜的問題，經過討論後就變得單純且有規律。未來我們希望能變換棋盤設計，並給予五邊

形棋盤新的定義，讓他不局限於唯一的形狀，希望能有更豐富的結果。 
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註： 

1. 報告總頁數以 6 頁為上限。 

2. 除摘要外，其餘各項皆可以用文字、手繪圖形或心智圖呈現。 

3. 沒按照本競賽官網提供「表單」格式投稿，不予錄取。 

4. 建議格式如下 

 中文字型：微軟正黑體；英文、阿拉伯數字字型：Times New Roman 

 字體：12pt 為原則，若有需要，圖、表及附錄內的文字、數字得略小於

12pt，不得低於 10pt 

 字體行距，以固定行高 20 點為原則 

 表標題的排列方式為向表上方置中、對齊該表。圖標題的排列方式為向

圖下方置中、對齊該圖 

 


